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SE PUNTUARA EL ORDEN, CLARIDAD Y LIMPIEZA DEL EXAMEN
La puntuacidon de cada apartado figura en el mismo
(Realizar todos los calculos truncando a 4 decimales)

Se sabe que la demanda en una ciudad de un cierto producto sigue una
variable aleatoria X, cuya funcién de Distribucién es:

0 ;o X<Z0
2
2XK ; 0<X<5
F(x)= X
—x?+20x-50 5 X <10
K, T
1 ;o X>10

(VER LIBRO DE EUNDAMENTOS DE ESTADISTICA: PROBLEMAS. EJERCICIO 6.10)

Un comerciante dispone de 2.5 unidades de dicho producto. La venta de una
unidad de producto, le supone un beneficio de 3 unidades monetarias, pero sufre
una pérdida de una unidad monetaria por cada unidad de producto no vendido.

1. (0.5) Determinar los valores de K; y de K; para que F(x) sea la verdadera
Funcion de Distribucion.

2. (1) Calcular la probabilidad de que el beneficio esté comprendido entre 5y
10 unidades monetarias.

3. (1.5) Calcular la probabilidad de que el beneficio del comerciante no difiera
de su beneficio medio en mas de 1.5 veces su desviacion tipica.

En la ciudad en estudio, existen dos cooperativas, la primera formada por 50
comerciantes como el descrito, y la segunda formada por 40 comerciantes cuyos
beneficios siguen una distribuciéon uniforme en el intervalo 5-25.

4. (1) Calcular la probabilidad de que al menos 37 comerciantes de la 1°
cooperativa obtengan beneficios entre 5y 10 unidades monetarias.

5. (0.5) ;En qué cooperativa los beneficios son mas homogéneos?

6. (1) En la ciudad en estudio, se ha elegido a un comerciante al azar y se ha
comprobado que tiene unos beneficios comprendidos en 5 y 10 unidades
monetarias, ;probabilidad de que pertenezca a la 2* cooperativa?.

El gerente de la 2° cooperativa asegura que sus cooperativista obtienen mayores
beneficios que los de la 1%, y para apoyar tal afirmaciéon se toman sendas muestras
en ambas cooperativas que arrojan los siguientes resultados:

TOX, =470 5 ZTOXE=8622; ¥EX, =387 ;XX XE =6803

7. (0.5) En el supuesto de que las varianzas poblacionales son iguales, ; Cuinto
vale dicha varianza?.

8. (1) ¢Lleva razon el citado gerente?. Nivel de significacion del 2.5%

Se estudia en la ciudad en cuestion la disponibilidad de dicho producto: (1 = “hay
existencias”, 0 = “No hay existencias” -1 = “No hay existencias y se ha realizado un
pedido a fabrica”), y se ha llegado a la conclusion que sigue una v.a. cuya funcion
de probabilidad es:

1+x

P(X=x)=2""p(1-p)" ; X=-1,0,1
de la que se sabe que: u=1-2p y o’ = Zp(l - p) y siendo p un pariametro a
determinar.
(ver Boletin n°® § ejercicio 15)
Tomada una muestra aleatoria simple:
1,10,-1,0,1,-1,1,0,-1,1,0,-1,1,0,1,1,-1,-1, 0
9. (1) Valor del parametro p viable con la muestra.

10. (1) ¢ El estimador obtenido en el apartado anterior es Consistente?.

La 2" Cooperativa contrata a un becario y le pide que obtenga un modelo de
regresion para estimar los Beneficios en funcién de la Disponibilidad del producto.
El becario y para una muestra de 8 observaciones proporciona los dos modelos
siguientes:

B —2B—
recta A)—) D=2B-1
D =137
recta A;—)B 3D-9

también proporciona los residuos correspondientes al primero de ellos, cuyos
resultados son:

D, ] a0 a1 11170
ei(%) 0| 8|2 | -4|6/|2]|3]|s3

11. (1) Razonando la respuesta, ;son posibles los resultados facilitados por el
becario?




SOLUCION:

1. (0.5) Calcularemos en primer lugar los valores de las constantes K; y de K,
para que la funcion:

0 ;. X<0
X2
K ; 0<X<5
1
F(x)= —x?+20x-50
— " ;5<X<10
KZ
1 ;o X>10

sea una verdadera Funcion de Distribucion:

lim,_,  F(x)=0
lim_,, F(x)=1

No decreciente VIR =K, >0y K, >0
Continua por la derecha:

N X

F(0)=0

> F(0)=1i F(0+h)= 2
(0)=tim, ,,F(0-+h) limh_>0F(0+h):—(02ﬂ;<h)
1

Il
(=]

para los posibles valores de K; siempre es continua por la derecha.

> F(10) = limhﬁoF(lo + h) =
—10%+20x10-50

K, =K, =50
lim,_,, F(10+h) =1

F(10)=

Calculo de la funcién de densidad: (X) = dl;—(x) VR
X
<0
v x{ =f(x)=0
>10
v O<X<5:>f(x):i
K,
v 5<X<10 f(x)= 22 +20_10-x
50 25

X 0<X<5
I<l

Es decir: f(x)= 10-x 5<X<10
0 en el resto

Calculo de K;:
0 5 X ]OIO—X
[“f(x)dx =1 :Iofdx+f5 dx=1=K, =25
1
Por tanto:
X 0 . X<0
> 0<X<5 )
oo X . 0<X<5
F()={—5e-  5SX<10 y F(x)={ | 50
w ;5<X<10
0 en el resto 50
1 ;o X>10

(VER LIBRO DE FUNDAMENTOS DE ESTADISTICA: PROBLEMAS. EJERCICIO 6.10)

2. (1) Calcular la probabilidad de que el beneficio esté comprendida entre 5y 10
unidades monetarias.

Sea B la variable aleatoria que mide el beneficio del comerciante, y de acuerdo con el
enunciado:
B=3X+(-1)Y
siendo: X = “Numero de unidades vendidas”,
Y = “Nuamero de unidades no vendidas” = Y =2.5-X

Por tanto la v.a. B se obtiene por transformacion lineal de la variable X de acuerdo con
la ecuacion:

B=4X-2.5
La probabilidad pedida sera:
P(5<B<10)=P[5<(4X-2.5) <10]:P( SAESRS'S 10*42'5 ]zP(1.875<X<3.125):
2 2
:F(3.125)—F(1.875):%:0.125

3125 X dx = 3.125°-1.875°

O bien: P(5<B<10):P(1.875<X<3.125):LmE X < =0.125




3. (1.5) Calcular la probabilidad de que el beneficio del comerciante no difiera de
su beneficio medio en mas de 1.5 veces su desviacién tipica

Se nos pide:
P(|B—p,|<1.50,)=P(n;~1.50, <B<p,+1.50,)

se ha de calcular por tanto en primer lugar el valor de la media y de la desviacion tipica
de la variable aleatoria B = “Beneficio del comerciante”.
ny=E(B)=E(4X-2.5)=4 E(X)-2.5

o5 =V(B)=V(4X-2.5)=4’ V(X)

v" Calculo de la media de la v.a. X:

uX=E(X)=I xf(x dx= ~[x—dx +I]0 10-x

dx=5

v" Célculo de la varianza de la v.a. X:
V(X)=E(x*)-[E(X)]

E(X2)=J‘:x2f(x)dx=‘[:x2;—5dx +£sz 102—5x dx=29.16

V(X)=29.16-5"=4.16
por tanto la media y la varianza de la v.a. B seran:

E(B)=4x5-2.5=17.5
V(B)=4"x4.16=66.6 = c,=8.165

Por tanto la probabilidad pedida sera:

P(|B—p,|<1.5 0,)=P(u; —1.5 6, <B<p,+1.5 0,)=
=P(17.5-1.5x8.165<B<17.5+1. 5><8.165)

29. 7475

=P(5.2525<B<29.7475)=[
BeD(u, =17.5; 07 =66.6)

Como desconocemos la funcion de densidad y la funcioén de Distribucion de la
variable B, expresaremos la v.a. B en funcion de la v.a. X segun su transformacion
lineal B=4X—-2.5, igual que se ha hecho en el apartado anterior.

P(|B-p,|<1.5 0, )=P(5.2525<B< 29.7475)=P(5.2525<4X - 2.5< 29.7475)=

( 5.2525+2.5 29.7475+2.5 j

=P <X<

P(1.9381<X <8.062)=

=F, (8.062)—F, (1.9381)=0.9248 —0.0751=0.8497

En la ciudad en estudio, existen dos cooperativas, la primera formada por 50
comerciantes como el descrito, y la segunda formada por 40 comerciantes cuyos
beneficios siguen una distribucion uniforme en el intervalo 5-25.

4. (1) Calcular la probabilidad de que al menos 37 comerciantes de la 1%
cooperativa obtengan beneficios entre 5y 10 unidades monetarias.

La distribucion de la v.a. que mide si un comerciante cualquiera perteneciente a la 1*
cooperativa tiene un Beneficio entre 5 y 10 unidades monetarias es:

C e B(p = 0.125)

En el conjunto de los 50 comerciantes de la 1* cooperativa, la v.a. C medird cuantos
comerciantes tienen un Beneficio entre 5 y 10 unidades monetarias, con distribucion:

C=31C, eb(n=50;p=0.125)

y la probabilidad pedida sera:
50 c 50—c¢
P(C237)=3 7 [x0.125x0.875% =.......
C

Pero:
Ceb(n=50;p=0.125)———>C e N(1=50x0.125 ; 6* =50x0.125x 0.875)

n>30;p>0.1

C"eN(n=625;0"=5.4687)
y la probabilidad pedida:

5 36.5-6.25

~ J5.4687

P(C237)~P(C"237-05)=P ( ) P(Z212.935)=0




5. (0.5) ;En qué cooperativa los beneficios son mas homogéneos?

e 1" cooperativa:

B, e D(uB] =17.5; Gél = 66.8)

o, /66.6666
= CV, =L X2

w175

=0.4665 = 46.65%

e 2% cooperativa:

f(bz):%;5<132<25

B,eU(5,25)=
U(uy, =15; 03, =33.3)
o, _/33.333

= CV,=—2=—"7""-=0.3849 = 38.49%
2 15

La 2* cooperativa presenta mayor homogeneidad en los beneficios. CV, < CV,
6. (1) En la ciudad en estudio, se ha elegido a un comerciante al azar y se ha

comprobado que tiene unos beneficios comprendidos en 5 y 10 unidades
monetarias, ;probabilidad de que pertenezca a la 2* cooperativa?.

Sean los sucesos: “1” = “pertenecer a la Cooperativa n® 1”
“2” = “pertenecer a la Cooperativa n® 2”
“B” = “tener unos beneficios comprendidos entre 5 y 10 unidades
monetarias”
50 - 40 -
seglin el enunciado del ejercicio: P(l) = % =0.5; P(Z) = % =04~

P(l%) =10.125, segtin el apartado 2.

P(B4)=P(5<B,<10)=]" 1 db, =025

Se nos pide:

P(B/1)=0.125

P(1)=0.5555
P(2)=0.4444

P(B/2)=0.25

o P@xe(3)
) 2r B ] paer (]

Por aplicacion de Teorema de Bayes.

Sustituyendo valores:

P(V)= 0.4444%0.25 06153
B/ 0.5555%0.125+0.4444 % 0.25

El gerente de la 2" cooperativa asegura que sus cooperativista obtienen mayores
beneficios que los de la 1%, y para apoyar tal afirmacién se toman sendas muestras
en ambas cooperativas que arrojan los siguientes resultados:

TNX, =470 5 TN X =8622; ZEX, =387 ; 5 X2 = 6803

Datos muestrales:

»> 1* Cooperativa

— 1 470 -
X, =—Y"X, =——=156
=302 % =3
s? :(i ?Slej—if _8622 156 —41.9556 =5, 64773
30 : 30
5 =30 - 30, 419556 = 43.4023 = 5, = 6.588
297 29

»> 2* Cooperativa

1 387

Xo=—3H X, =2-=15.48

2= 95X =g

S =(i 2x2 j—iﬁ _ 8803 15 482 324806 =8, =5.6999
25 ’ 25

S =§s§ = 23,32.4896 = 33.8433 = §, = 5.8175
2477 24

7. (0.5) En el supuesto de que las varianzas poblacionales son iguales, ;Cuanto
vale dicha varianza?.

de acuerdo con los resultados muestrales:

~ 30x41.9556+25x32.4896 2070.908
30+25-2 53

s? =39.0737

8. (1) ¢Lleva razon el citado gerente?. Nivel de significacion del 2.5%

Lo . . {Holu]sz
Se nos esta pidiendo el siguiente test de hipdtesis:
Hypy <u,
Deberiamos comprobar si varianzas poblacionales, desconocidas, son iguales o
distintas, el test correspondiente no seria necesario realizar, puesto que en el
apartado anterior hemos supuesto que son iguales, pero asi y todo vamos a
realizarlo.

.. . |H,:6=03
o Testde hipotesis: { °" ) 2
101 #£0,




(n,~1)n, S} B S

e  Estadistico en estudio, si Hy es cierta: F=-——~——=—¢€ F(HH 1)
(nl_l)nz S, s, )

e Regién de aceptacion, si Hy es cierta: C :(FH%( L) Fo/( N ))
2 n;—lin,—| R n—=lin,—

Sustituyendo datos muestrales:
(nz —l)n1 S 3 §12 _ 24x30x41.9556  43.4023

L=2= = =1.2824
(n,—-1)n,S; S5 29x25x32.4896 33.8433
Al no disponer de tablas de la distribucion F para % =0.0125, realizamos el test para

a=0.10
1 1

Fo.os; 0.4 "o~ =0.5298
a=0.10=0 T Fpgpi 18874 =, =(0.5298;1.9390 )
F

)& 1.9390

0.05;(29 ;24
A nivel de significacion del 10% concluimos que las varianzas poblacionales,
desconocidas, podemos suponerlas iguales, y por tanto llegamos a la misma conclusion

al nivel de significacion pedido el 2.5%.

v" Volviendo al test de medias:

Ho iy 2u,

» Test de hipotesis: {
H iy <u,

Xi-X»

——ct
(n+n,-2)
S i_*_i
R P

la estimacion de la varianza poblacional desconocida e

0 Estadistico en estudio, si Hy es cierta: T =

2 2
n,S; +n,S;

n,+n,—2

siendo S* =

igual para ambas poblaciones. (ya se calcul6 en el apartado anterior)

0 Region de aceptacion, si Hy es cierta: C, = (—t R +oo)

a;(ng+n,-2) 2

Sustituyendo:
T Xi-X» _ 15.6-15.48 01102
S L+L +39.0737 i+L
n, n, 30 25

0=0.025=C, = (_to.ozs;(53) 3 F OO) R (—2 ; +<D)

Como T=0.1102eC, = (—2 ; +oo) Aceptamos la hipdtesis nula, es decir, los

resultados muestrales NO avalan la hipotesis del gerente de la 2* Cooperativa.

Se estudia en la ciudad en cuestiéon la disponibilidad de dicho producto: (1 = “hay
existencias”, 0 = “No hay existencias” -1 = “No hay existencias y se ha realizado un
pedido a fabrica), y se ha llegado a la conclusion que sigue una v.a. cuya funcion
de probabilidad es:

P(X=x)=2""p"(1-p)™ ; X=-1,0,1
de la que se sabe que: u=1-2p y o’ = Zp(l - p) y siendo p un pariametro a

determinar.
Tomada una muestra aleatoria simple:

1,1,0,-1,0,1,-1,1,0,-1,1,0,-1,1,0,1,1,-1,-1, 0
9. (1) Valor del parametro p viable con la muestra.
(ver Boletin n°® § ejercicio 15)
e Obtencion del estimador del parametro p por maxima verosimilitud.

4 Funcion de Verosimilitud.
L(Xp) =TT, P(X=%)=2"p" (1-p)
:222‘71(1_)(‘:) pZ:‘fu(l"‘i ) (1

I+xy

_ p)ZL(”Xx)

4+ Logaritmo Neperiano de la Funcion de Verosimilitud.
Ln[L(X;p)} :Ln[2zf’(uf) pZI‘,(!w)(l_p)ZL.(ux‘)} _ Ln(221‘.(l—xf))+2:\:|(l_xl )X an+z;(1 +x, )Ln(1 -p)

% Derivada del Logaritmo Neperiano de la Funcion de Verosimilitud, con
respecto al parametro.

aLn[L(i;pﬂ 2o(l-x) Xr(+x)

op p 1-p

+ Igualando a cero y haciendo operaciones.

Z?:l(l_xi ) — 2?:1(14—)(')

p I-p
Z;(I—Xi )_pzrzl(l_xi ) =pz|":1(1+xl)
n_z;xi_p(n_ ;nzlxi)zp(n_'—z::lxi) > n_zrzlxi_np_'—pz::lxi=np+pz::1Xi

n-— :‘:]Xifnp:np;2np:nf ‘“:]Xi

x 27 i (1-p) ™ X 275 p! 7 (1

p)lﬂ(n _




Para la muestra dada:
n=20; X=0.1; S=0.83066

2

Por tanto: p= = 045

1.X_1 01
2 2 2
10. (1) Determinar si es consistente.

Determinaremos en primer lugar si el estimador obtenido es Insesgado.

% Sera Insesgado si: E[f)] =p

. 1 X[ 1 1 =7 1 1 I 11 1 (1
P L LI T L S SR OE S RO

Es Insesgado
4+ Sera Consistente, cuando siendo al menos asintoticamente Insesgado
V(p)—=—0
n—oo

) 1 X 1Y ors 1Y 1 @ 11 p(1-p)
V[pl=V|=-2|=| = | V[X]|=| = | x5 D V[X,]=>x—x2p(1-p)= 0
[6] L 2} (J [X] ( ZJXHZZH [X]=gxox2p(i-p) ===

Es Consistente

Si se hubiera aplicado el Método de los Momentos:

o, =p=1-2p _
o, =a; Vi=12,... 1 —n —r=>1-2p=X
a,=—2 X =X
&=
despejando: .
AR

El estimador obtenido coincide con el de Maxima Verosimilitud.

La 2* Cooperativa contrata a un becario y le pide que obtenga un modelo de
regresion para estimar los Beneficios en funcion de la Disponibilidad del producto.
El becario y para una muestra de 8 observaciones proporciona los dos modelos
siguientes:

B —27B—
recta A)—)D—ZB 1

D -3D—
recta é—)B 3D-9

también proporciona los residuos correspondientes a la primera de ellas.
Los resultados son:

Residuos:

D, Al a0 a1 1170
ei(%) 0| 8|2 | 4|6 2]3]|-s=

11. (1) Razonando la respuesta, ;son posibles estos resultados?

B —-7B—
| recta A) — D=2B-1
Las dos rectas propuestas: R
recta %—) B=3D-9

pueden escribirse de otra forma, despejando correctamente By D:

ol 1 1
B - —
recta %) —>B D+

A1
recta D/, 5 D=—B+3
D D=

4+ Los coeficientes de regresion b% y b% para una misma serie de

datos, deben tener el mismo signo, (ademas deben de tener el mismo signo
que tenga la covarianza entre las dos variables en estudio Sgp).

. 1
Como b}y ==Yy bD/ =— tienen el mismo signo (positivo) podemos afirmar
D 2 B 3

que:
en principio ambas rectas pueden ser correctas

ya que desconocemos los datos y no podemos calcularlas.




+ Sin embargo:

Ambas rectas deben de pasar por el Centro de Gravedad de la nube de
puntos, (conclusion de la 1° ecuaciéon normal), es decir:

B-1p+Lt
2 2

— 1=

D=—B+3
3

y resolviendo el sistema anterior, se obtendran los valores medios de ambas
variables.

D=—x—+3; D12 _33
375 5

A partir de los datos aportados en la tabla de residuos, D= 0, y por tanto:

Al menos una de las rectas dadas como solucién 6 las dos rectas no son
correctas.

4+ También se podria resolver:

Si la primera recta es correcta, debe pasar por el centro de gravedad de la nube de
— 1= 1 —

puntos, es decir, B = 5D+ E ,y como D =0 segun los resultados proporcionados en

la tabla de resultados

B-txo+i-1
272 2

El centro de gravedad sera pues: (O;%)

Si la segunda recta es correcta, debe pasar por el centro de gravedad de la nube de

— 1= —_
puntos, es decir, D=?B+3 y como D=0

0 =%§+3:> B=-9

El centro de gravedad sera pues: (0;— 9)

Como el centro de gravedad debe ser unico, al menos una de las rectas dadas
como solucidn 6 las dos rectas no son correctas.

+ En cuanto a los residuos proporcionados:

D, [ 1 [ 1[0 a1 [ 1 [1]o
B
«(Bp) [ 10 8| 2| 4] 6| 23]

Como consecuencia de las ecuaciones normales, al aplicar el método de
minimos cuadrados para obtener un modelo de regresion, se tiene:

n

v Dela 1* ecuacién normal: e =0 = z e =0

iz 1
D e =10-8+2-4+6+2-3-5=0

La media residual es cero y por tanto cumple el resultado de la primera ecuacion
normal,

v" De la 2* ecuacioén normal: COV(D,e) =0= zinleiei =0
D D, =((=D)x10) +((=1)x (~8)) + (0% 2) + ((~1) x (=4)) + (1% 6) +
+(1x2)+(1x(=3))+(0x(-5)) =7

La covarianza residuos-variable independiente, no es nula, no cumple el resultado de la
segunda ecuacion normal, luego concluimos que:

los residuos obtenidos no son posibles.

Por consiguiente: los resultados dados por el becario NO SON POSIBLES.




